Н - критерий Крускала-Уоллиса 
Назначение критерия
Критерий предназначен для оценки различий одновременно между тремя, четырьмя и т.д. выборками по уровню какого-либо признака.
Он позволяет установить, что уровень признака изменяется при переходе от группы к группе, но не указывает на направление этих изменений.
Описание критерия
Критерий Н иногда рассматривается как непараметрический аналог метода дисперсионного однофакторного анализа для несвязных выборок.
Данный критерий является продолжением критерия U на большее, чем 2, количество сопоставляемых выборок. Все индивидуальные значения ранжируются так, как если бы это была одна большая выборка. Затем все индивидуальные значения возвращаются в свои первоначальные выборки, и мы подсчитываем суммы полученных ими рангов отдельно по каждой выборке. Если различия между выборками случайны, суммы рангов не будут различаться сколько-нибудь существенно, так как высокие и низкие ранги равномерно распределятся между выборками. Но если в одной из выборок будут преобладать низкие значения рангов, в другой - высокие, а в третьей - средние, то критерий Н позволит установить эти различия.
Гипотезы
H0: Между выборками 1, 2, 3 и т. д. существуют лишь случайные различия по уровню исследуемого признака.
Н1: Между выборками 1, 2, 3 и т. д. существуют неслучайные различия по уровню исследуемого признака.
Ограничения критерия Н
1. При сопоставлении 3-х выборок допускается, чтобы в одной из них п=3, а двух других n=2. Но при таких численных составах выборок мы сможем установить различия лишь на низшем уровне значимости (р≤0,05).
Для того, чтобы оказалось возможным диагностировать различия на более высоком уровнем значимости (р5~0,01), необходимо, чтобы в каждой выборке было не менее 3 наблюдений, или чтобы по крайней мере в одной из них было 4 наблюдения, а в двух других - по 2; при этом неважно, в какой именно выборке сколько испытуемых, а важно соотношение 4:2:2.
2. Критические значения критерия Н и соответствующие им уровни значимости приведены в приложения. Таблица предусмотрена только для трех выборок и {n1, n2, n3}≤5.
Пример
В эксперименте по исследованию интеллектуальной настойчивости 22 испытуемым предъявлялись сначала разрешимые четырехбуквенные, пятибуквенные и шестибуквенные анаграммы, а затем неразрешимые анаграммы, время работы над которыми не ограничивалось. Эксперимент проводился индивидуально с каждым испытуемым. Использовалось 4 комплекта анаграмм. У исследователя возникло впечатление, что над некоторыми неразрешимыми анаграммами испытуемые продолжали работать дольше, чем над другими, и, возможно, необходимо будет делать поправку на то, какая именно неразрешимая анаграмма предъявлялась тому или иному испытуемому. 
Можно ли утверждать, что длительность попыток решения каждой из 4 неразрешимых анаграмм примерно одинакова?

Показатели длительности попыток решения 4 неразрешимых анаграмм в секундах (N=22)
	
	Группа 1: анаграмма
	Группа 2: анаграмма
	Группа 3: анаграмма
	Группа 4: анаграмма

	
	ФОЛИТОН (n1=4)
	КАМУСТО (n2=8)
	СНЕРАКО (n3=6)
	ГРУТОСИЛ (n4=4)

	1
	145
	145
	128
	60

	2
	194
	210
	283
	2361

	3
	731
	236
	469
	2416

	4
	1200
	385
	482
	3600

	5
	
	720
	1678
	

	6
	
	848
	2081
	

	7
	
	905
	
	

	8
	
	1080
	
	

	Суммы
	2270
	4549
	5121
	8437

	Средние
	568
	566
	854
	2109



Сформулируем гипотезы.
H0: 4 группы испытуемых, получившие разные неразрешимые анаграммы, не различаются по длительности попыток их решения.
H1: 4 группы испытуемых, получившие разные неразрешимые анаграммы, различаются по длительности попыток их решения.

Воспользуемся этим алгоритмом при решении задачи о неразрешимых анаграммах. Результаты работы по 1-6 шагам алгоритма представлены таблице

Подсчет ранговых сумм по группам испытуемых
	Группа 1: анаграмма
ФОЛИТОЫ (n1=4)
	Группа 2: анаграмма
КАМУСТО (n2=8)
	Группа 3: анаграмма
СНЕРАКО (n3=6)
	Группа 4: анаграмма
ГРУТОСИЛ (n4=4)

	Длительность
	Ранг
	Длительность
	Ранг
	Длительность
	Ранг
	Длительность
	Ранг

	
	
	
	
	
	
	60
	1

	
	
	
	
	128
	2
	
	

	145
	3.5
	145
	3.5
	
	
	
	

	194
	5
	
	
	
	
	
	

	
	
	210
	6
	
	
	
	

	
	
	236
	7
	
	
	
	

	
	
	
	
	283
	8
	
	

	
	
	385
	9
	
	
	
	

	
	
	
	
	469
	10
	
	

	
	
	
	
	482
	11
	
	

	
	
	720
	12
	
	
	
	

	731
	13
	
	
	
	
	
	

	
	
	848
	14
	
	
	
	

	
	
	905
	15
	
	
	
	

	
	
	1080
	16
	
	
	
	

	1200
	17
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	1678
	18
	
	

	
	
	
	
	2081
	19
	
	

	
	
	
	
	
	
	2361
	20

	
	
	
	
	
	
	2416
	21

	
	
	
	
	
	
	3600
	22

	Суммы
	
	38,5
	
	82,5
	
	68
	
	64

	Средние
	
	9,6
	
	10,3
	
	11,3
	
	16,0



Общая сумма рангов =38,5+82,5+68+64=253. Расчетная сумма рангов:
[image: ]
Равенство реальной и расчетной сумм соблюдено.
[image: ]

Для этого вначале определим количество степеней свободы V для c=4:
v=c- 1 = 4 - 1 = 3

Теперь определим критические значения по приложения 1 для v=3:
[image: ]
Ответ: Н0 принимается: 4 группы испытуемых, получившие разные неразрешимые анаграммы, не различаются по длительности попыток их решения.















АЛГОРИТМ 
 Подсчет критерия Н Крускала-Уоллиса

1. Перенести все показатели испытуемых на индивидуальные карточки.
2. Пометить карточки испытуемых группы 1 определенным цветом, например красным, карточки испытуемых группы 2 - синим, карточки испытуемых групп 3 и 4 - соответственно, зеленым и желтым цветом и т. д. (Можно использовать, естественно, и любые другие обозначения.)
3. Разложить все карточки в единый ряд по степени нарастания признака, не считаясь с тем, к какой группе относятся карточки, как если бы мы работали с одной объединенной выборкой.
4. Проранжировать  значения  на карточках,  приписывая  меньшему значению меньший ранг. Надписать на каждой карточке ее ранг. Общее количество рангов будет равняться количеству испытуемых в объединенной выборке.
5. Вновь разложить карточки по группам, ориентируясь на цветные или другие принятые обозначения.
6. Подсчитать суммы рангов отдельно по каждой группе. Проверить совпадение общей суммы рангов с расчетной.
7. Подсчитать значение критерия Н по формуле:
[image: ]
где N - общее количество испытуемых в объединенной выборке; 
n - количество испытуемых в каждой группе; 
Т - суммы рангов по каждой группе. 

8а. При количестве групп с=3, n1•n2•n3≤5 определить критические значения и соответствующий им уровень значимости по таблице.

Если Нэмп равен или превышает критическое значение χ2, H0 отвергается.

























Таблица. Критические значения критерия x2 для уровней статистической значимости р≤0,05 и р≤0,01 при разном числе степеней свободы V 

	
	Р
	
	
	Р
	
	
	Р
	

	V
	0,05
	0,01
	V
	0,05
	0,01
	V
	0,05
	0,01

	1
	3,841
	6,635
	35
	49,802
	57.342
	69
	89.391
	99,227

	2
	5,991
	9.210
	36
	50,998
	58.619
	70
	90.631
	100,425

	3
	7,815
	11,345
	37
	52,192
	59,892
	71
	91,670
	101,621

	4
	9,488
	13.277
	38
	53,384
	61,162
	72
	92,808
	102,816

	5
	11,070
	15.086
	39
	54,572
	62.428
	73
	93,945
	104,010

	6
	12,592
	16,812
	40
	55,758
	63,691
	74
	95,081
	105,202

	7
	14,067
	18,475
	41
	56,942
	64,950
	75
	96,217
	106,393

	8
	15,507
	20.090
	42
	58,124
	66,206
	76
	97,351
	107,582

	9
	16,919
	21,666
	43
	59,304
	67,459
	77
	98,484
	108,771

	10
	18,307
	23,209
	44
	60,481
	68,709
	78
	99,617
	109,958

	11
	19,675
	24,725
	45
	61,656
	69,957
	79
	100,749
	111,144

	12
	21,026
	26,217
	46
	62,830
	71,201
	80
	101,879
	112,329

	13
	22.362
	27,688
	47
	64,001
	72,443
	81
	103,010
	113,512

	14
	23,685
	29,141
	48
	65,171
	73,683
	82
	104,139
	114,695

	15
	24,996
	30,578
	49
	66,339
	74,919
	83
	105,267
	115,876

	16
	26,296
	32,000
	50
	67,505
	76,154
	84
	106,395
	117,057

	17
	27,587
	33,409
	51
	68.669
	77,386
	85
	107,522
	118,236

	18
	28,869
	34,805
	52
	69.832
	78,616
	86
	108,648
	119,414

	19
	30,144
	36,191
	53
	70,993
	79,843
	87
	109.773
	120,591

	20
	31,410
	37,566
	54
	72,153
	81,069
	88
	110.898
	121,767

	21
	32,671
	38,932
	55
	73,311
	82,292
	89
	112,022
	122,942

	22
	33.924
	40.289
	56
	74,468
	83,513
	90
	113,145
	124,116

	23
	35,172
	41.638
	57
	75.624
	84,733
	91
	114,268
	125,289

	24
	36.415
	42.980
	58
	76.778
	85,950
	92
	115,390
	126,462

	25
	37,652
	44,314
	59
	77,931
	87,166
	93
	116.511
	127,633

	26
	38,885
	45,642
	60
	79.082
	88,379
	94
	117,632
	128,803

	27
	40,113
	46.963
	61
	80.232
	89.591
	95
	118,752
	129,973

	28
	41,337
	48,278
	62
	81.381
	90,802
	96
	119,871
	131.141

	29
	42.557
	49,588
	63
	82.529
	92,010
	97
	120,990
	132,309

	30
	43,773
	50.892
	64
	83,675
	93,217
	98
	122,108
	133,476

	31
	44,985
	52,191
	65
	84.821
	94,422
	99
	123,225
	134,642

	32
 33
	46,194 47,400
	53.486 54.776
	66 67
	85,965 87,108
	95,626 96,828
	100
	124,342
	135,807

	

	

	

	

	

	

	
	
	

	34
	48,602
	56.061
	68
	88,250
	98,028
	
	
	











Критерий χ2r Фридмана
Назначение критерия
Критерий χ2r применяется для сопоставления показателей, измеренных в трех или более условиях на одной и той же выборке испытуемых.
Критерий позволяет установить, что величины показателей от условия к условию изменяются, но при этом не указывает на направление изменений.
Описание критерия
Здесь мы ранжируем сами индивидуальные значения, полученные данным испытуемым в 1, 2, 3 и т. д. замерах.
Например, если у испытуемого в первом замере определена скорость прохождения графического лабиринта 54 сек, во втором замере -42 сек, а в третьем замере - 63 сек, то эти показатели получат ранги, соответственно, 2, 1, 3, поскольку меньшему значению, полученному во втором замере, мы начислим ранг 1, среднему значению, полученному в первом замере - ранг 2, а наибольшему значению, полученному в третьем замере - ранг 3.
После того, как все значения будут проранжированы, подсчитываются суммы рангов по столбцам для каждого из произведенных замеров.

Если различия между значениями признака, полученными в разных условиях, случайны, то суммы рангов по разным условиям будут приблизительно равны. Но если значения признака изменяются в разных условиях каким-то закономерным образом, то в одних условиях будут преобладать высокие ранги, а в других - низкие. 
Суммы рангов будут достоверно различаться между собой. Эмпирическое значение критерия χ2r и указывает на то, насколько различаются суммы рангов. Чем больше эмпирическое значение χ2r, тем более существенные расхождения сумм рангов оно отражает.
Если χ2r равняется критическому значению или превышает его, различия статистически Достоверны.
Гипотезы
Н0: Между показателями, полученными (измеренными) в разных условиях, существуют лишь случайные различия.
H1: Между показателями, полученными в разных условиях, существуют неслучайные различия.
Ограничения критерия
1. Нижний порог: не менее 2-х испытуемых (n≥2), каждый из которых прошел не менее 3-х замеров (с≥3).
2. При с=3, n≤9, уровень значимости полученного эмпирического значения χ2r определяется по Таблице A 
при с=4, n≤4, уровень значимости полученного эмпирического значения χ2r определяется по Таблице Б; 
Представлены графики изменения времени решения анаграмм в эксперименте по исследованию интеллектуальной настойчивости. Анаграммы нужно было подобрать таким образом, чтобы постепенно подготовить испытуемого к самой трудной - а фактически неразрешимой - задаче. Иными словами, испытуемый должен был постепенно привыкнуть к тому, что задачи становятся все более и более трудными, и что над каждой последующей анаграммой ему приходится проводить больше времени. Достоверны ли различия во времени решения испытуемыми анаграмм?

Показатели времени решения анаграмм (сек.)
	Код имени испытуемого
	Анаграмма 1: КРУА (РУКА)
	Анаграмма 2: АЛСТЬ (СТАЛЬ)
	Анаграмма 3:
ИНААМШ (МАШИНА)

	1. Л-в
2. П-о
3. К-в
4. Ю-ч
5. Р-о
	5
7
2
2
35
	235
604
93
171
141
	7
20
5
8
7

	Суммы
	51
	1244
	47

	    Средние
	10,2
	248,8
	9,4



Проранжируем значения, полученные по трем анаграммам каждым испытуемым. Например, испытуемый К-в меньше всего времени провел над анаграммой 1 - следовательно, она получает ранг 1. На втором месте у него стоит анаграмма 3 - она получает ранг 2. Наконец, анаграмма 2 получает ранг 3, потому что она решалась им дольше двух других.

Сумма рангов по каждому испытуемому должна составлять 6. 
Расчетная общая сумма рангов в критерии определяется по формуле:
[image: ]
где n - количество испытуемых
    с - количество условий измерения (замеров). 

В данном случае,
[image: ]
Таблица 3.6 
Показатели времени решения анаграмм 1, 2, 3 и их ранги (n=5)
	Код имени испытуемого
	Анаграмма 1
	Анаграмма 2
	Анаграмма 3

	

	Время (сек)
	Ранг
	Время (сек)
	Ранг
	Время (сек)
	Ранг

	1. Л-в
	5
	1
	235
	3
	7
	2

	2. П-о
	7
	1
	604
	3
	20
	2

	3. К-в
	2
	1
	93
	3
	5
	2

	4. Ю-ч
	2
	1
	171
	3
	8
	2

	5. Р-о
	35
	2
	141
	3
	7
	1

	Суммы
	
	6
	
	15
	
	9



Общая сумма рангов составляет: 6+15+9—30, что совпадает с расчетной величиной.
Мы помним, что испытуемый Л-в провел 3 минуты и 55 сек над решением второй анаграммы, но так и не решил ее. Поскольку он решал ее дольше остальных двух анаграмм, мы имеем право присвоить ей ранг 3. Ведь назначение трех первых анаграмм - подготовить испытуемого к тому, что над следующей анаграммой ему, возможно, придется думать еще дольше, в то время как сам факт нахождения правильного ответа не так существен.

Сформулируем гипотезы. 
Н0: Различия во времени, которое испытуемые проводят над решением трех различных анаграмм, являются случайными.
H1: Различия во времени, которое испытуемые проводят над решением трех различных анаграмм, не являются случайными.
Теперь нам нужно определить эмпирическое значение χ2r по формуле:
[image: ]
где с - количество условии; 
    п - количество испытуемых; 
    Тi - суммы рангов по каждому из условий.

Определим χ2r для данного случая:
[image: ]
Поскольку в данном примере рассматриваются три задачи, то есть 3 условия, с=3. Количество испытуемых n=5. Это позволяет нам воспользоваться специальной таблицей χ2r, а именно Табл. A. Эмпирическое значение χ2r=8,4 при с=3, n=5 точно соответствует уровню значимости р=0,0085.

Ответ: Но отклоняется. Принимается H1. Различия во времени, которое испытуемые проводят над решением трех различных анаграмм, неслучайны (р=0,0085).
Теперь мы можем сформулировать общий алгоритм действий по применению критерия χ2r.

АЛГОРИТМ 2
Подсчет критерия χ2r Фридмана
1. Проранжировать индивидуальные значения первого испытуемого, полученные им в 1-м, 2-м, 3-м и т. д. замерах.
2. Проделать то же самое по отношению ко всем другим испытуемым.
3. Просуммировать ранги по условиям, в которых осуществлялись замеры. Проверить совпадение общей суммы рангов с расчетной суммой.
4. Определить эмпирическое значение χ2r по формуле:
[image: ]
где с - количество условии; 
    п - количество испытуемых; 
    Ti - суммы рангов по каждому из условий.
5. Определить уровни статистической значимости для χ2r
а) при с=3, n<9 - по таблице A;
б) при с=4, n<4 - по таблице Б.
в) при большем количестве по Табл. В 
Если χ2r эмп равен критическому значению χ2 или превышает его, различия достоверны.



Таблица А

	n=2
	n=3
	n=4
	n=5

	x2r
	Р
	x2r
	Р
	x2r
	Р
	x2r
	р

	0 
1 
3
4
	1.000
0,833
0,500 
0,167
	0,000
 0.667
 2,000
 2,667
 4,667
 6,000

	1.000 0,944 0,528 0,361 0,194 0,028
	0,0
 0,5 
1,5 
2,0 
3,5 
4,5 
6,0 
6,5
 8.0
	1,000 0,931 0,653 0,431 0,273 0,125 0,069 0,042 0,0046
	0,0 
0,4 
1.2 
1.6 
2,8 
3,6
 4,8 
5,2 
6.4 
7.6 
8.4 
10,0
	1,000
0,954
0,691
0,522
0,367
0,182
0,124
0,093
0,039
0,024
0,0085
0,00077



	n=6
	n=7
	n=8
	n=9

	x2r
	Р
	x2r
	Р
	x2r
	Р
	x2r
	Р

	0,00 0,33 1,00 1.33 2,33 3.00 4.00 4,33 5,33 6.33 7.00 8.33 9,00 9,33 10,33 12,00
	1,000
0.956
0,740
0.570
0,430
0,252
0,184
0,142
0,072
0,052
0,029
0,012
0,0081
0,0055
0.0017
0,00013
	0,000
0,286
0,857
1,143
2,000
2.571
3,429
3,714
4,571
5.429
6,000
7,143
7,714
8,000
8.857
10,286
10,571
11,143
12,286
14,000
	1,000
0,964
0,768
0,620
0,486
0,305
0,237
0,192
0.112
0,085
0,052
0,027
0,021
0,016
0,0084
0,0036
0,0027
0,0012
0,00032
0,000021
	0,00
0,25
0,75
1,00
1,75
2,25
3,00
3.25
4,00
4,75
5,25
6,25
6.75
7.00
7,75
9,00
9,25
9,75
10,75
12,00
12,25
13,00
14,25
16,00
	1,000
0,967
0,794
0,654
0,531
0,355
0,285
0,236
0,149
0,120
0,079
0,047
0,038
0,030
0,018
0,0099
0,0080
0,0048
0,0024
0,0011
0,00086
0,00026
0,000061
0,0000036
	0,000
0,222
0,667
0,889
1,556
2,000
2,667
2,889
3,556
4,222
4,667
5,556
6,000
6,222
6,889
8,000
8.222
8,667
9,556
10.667
10,889
11,556
12,667
13,556
14.000
14.222
14.889
16.222
18,000
	1,000
0,971
0,814
0,865
0.569
0,398
0,328
0,278
0,187
0,154
0,107
0,069
0,057
0,048
0,031
0,019
0,016
0,010
0,0060
0,0035
0,0029
0,0013
0,00066
0,00035
0,00020
0.0Q0097
0,000054
0,000011
0,0000006
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